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III .  A b  h a n  d l u n g e n  a u s  d e r Bi o l o g i e, d e r A b s t a m m u n g s- u n d V e r
e r b u n g s 1 e h r  e.  

(Mehr als 5 5  Artikel bloß mit Angabe der Jahreszahl und der Zeitschrift, i n  der sie erschienen sind.) 

1 927 Mitteilungen der Anthropologischen Gesellschaft in Wi.en. 
1 928 Münchner medizinische Wochenschrift. 
1 927 Zeitschrift für Biologie, München . 
1 928, 1 929 Zeitschrift für induktive Abstammungs- und Verer bungslehre, Berlin. 
1 928, 1 929 Klinische Wochenschrift in Berlin . 
1 928, 1 929, 1 930 Zeitschrift für  Volksaufartung und Er bkunde in Berlin.  
1 928 Volk und Rasse - München . 
1 928 Zeitschrift für Immunitätsforschung und experimentale Therapie - Jen a .  
1 93 1  Zeitschrift für  Tierzüchtung - Berlin . 
1930 Zeitschrift Jür Sexualwissenschaft und .Sexualpolitik - Berlin .  
1 930 Zeitschrift für  Konstitutionslehre -
1 930 Hereditas - Lund. 
1 930 Ukrainisches Zentralblatt für Blutgruppenforschung - Charkow. 
1 928 bis 1 935 Zeitschrift für Rassenpsychologie - M ünchen. 

Einige besondere Punktbestimmungsaufgaben 
in vektor.ieHer B.ehandlung. 

Von Pr·of. Dr. K. W a 1 e k, · Sopron. 

Im XXXI. Band, Nr. 1 der „ö. Z. für Vermessungswesen" ist ein ana
lytisches Verfahren angegeben, welches die Ermittlung des unbekannten Punktes 
beim Rückwärtseinschneiden auf die Auflösung zweier linearer Gleichungen 
zurückführt. Dasseföe Verfahren ist auf eine Reihe ähnlicher Aufgaben, näm
lich auf das erweiterte Rückwärtseinschneiden, aHf den Gegenschnitt, auf ·die 
Hansen'sche, Marek'·sche Aufgabe und auf das Dreipunkteproblem anwend

bar und ermöglicht die Bestimmung der K o o r d i n a t e n der gesuchten 
Punkte auf linearem Weg.e. Alle diese Aufgaben können, mit Ausnahme .des 
Dreipunkteproblems, .als besondere Fälle der M a r e  k's c h e n A u .f g .a .b e 

angesehen und aus letzterer dadurch abgelei.tet werden, daß .man iin derselben 
zwei oder mehrere Punkte zusammenfallen läßt. 

Das erwähnte Verfahren gründet sich auf folgendrn Satz: Auf einem 
Kreis, der durch zwei Punkte 1, 2 und durch den konstanten Peripheriewinkel 

µ gegeben ist, bestimmt sich der Gegenpunkt des Punktes !, d. h. der zweite 
Endpunkt des Durchmessern, der .durcch den Punkt 1 hindurchgeht, .aus der 
Gleichung: 

wo r1, r2, m1 die Radien vektoren der Punkte 1, 2 und des Gegenpunktes sind 
und 1 (r1 - r2) die Ergänzung der Differenz .(r1 - r2) bedeutet. Analog erhält 
man den Gegenpunkt von 2: 

m2 = r1 - ctg µ 1 (r1 -r2). 

Bei der. Bildung von m1 u.n.d 912 ist auf die Reihenfolge der Radien
vektoren in der Ergänzung 1 (r1 - r2) zu achten, welche so gewählt werden 
muß, daß man, wenn man vom ersten Punkte - hier r1 - awsgeht und in 
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pos it iver IDrehr ichtung am Kre ise fortschre itet, den zwe iten Punkt· r2 a u f 
d e  m k ü r z e s t e n W e g erre icht;. außerdem ist h ier der Per iphedew inke l µ 
sp itz angenommen, be i stumpfem µ muß der Supp lementw inke l 180° -p. in 
d ie G le ichung gesetzt werden. 

Da d ie Marek'sche Aufgabe, m it Ausnahme des Dre ipunkteprob lems, 
d ie a llgeme inste unter den aufgezäh lten ist, wo l len w ir unsere Ausführungen 
m it d ieser Aufgabe beg innen. 

1. D ie M a r e k's c h e  A u f g a b e. 

In Abb; 1 s ind' d ie Koord inaten der v ier Punkte 1, 2 ;  1', 2' gegeben, 
deren Rad ien vektoren m it t'v r2, ri', r21 beze ichnet werden so l len. Außerdem 
s ind d ie W inke l ix, ß, a.', ß' bekannt, d ie in den Punkten P und Q gemessen 
worden s ind. Gesucht werden d ie Koord inaten der be iden letzten Punkte: 
Xp, yp, XQ, YQ· 

Abb. 1. 

Die Verb indungs l inie d�r Punkte P und Q schne ide den Kre is, der den Punkten 
1, 2, P umschr ieben ist,. in e inem zwe iten Punkt 3, dessen Gegenpunkt R3 se i. 
Der Rad iusvektor des letzteren Punktes kann laut ob igen Satzes durch d ie 
Punkte 1, 3 und den Per ipher iew inke l µ = 180° -ix ausgedrückt werden; 

9ta=r1-ctgµl (ra-t'1) · . ... ... . (1) 
9{3 kann aber auch m it H i lfe der Punkte 2, 3 und des Per ipht:r iew inke ls 
v = 180° - ß best immt werden: 

9ta = r2 -ctg v 1 (r2 -ra) · . . . . . . . . (2) 
Aus den G le ichungen (1) und (2) fo lgt: 

t1 -ctg WI (t'a - t'1) = t2 -ctg V 1 (t'2 -t'a), 
woraus der H ilfspunkt 3 erm itte lt werden kann. Es w ird näm l ich 

- 1 t'3 (ctg µ + ctg v) = t'2 - t'1 -ctg µ 1 r1 -ctg v 1 r2. 
N immt man d ie Ergänzung der be iden Se iten und beachtet, daß d ie Ergänzung 

der Ergänzung e ines Vektors der negat i ve Vektor se lbst ist, so erhä lt man 

1 (r2 -r1) + ctg µ . t'1 + ctg v . t'2 t'3 = .. . . . . (3) 
ctg µ + ctg V 
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Geht man endlich mitte ls de r Gleichungen r = xi + y j 
·
und 1 r = - y i 

+ x j zu den Koo rdinaten über, so e rgeben sich aus (3) die Koo rdinaten des 
Hilfspunktes 3: 

x _ (Y1 - Y2) + ctg µ x1 + ctg v x2 ) 
a - ctg µ + ctg V 

_ (x2 - X1) + ctg µ Y1 + ctg v Y2 
. . . . . . (4) 

Ya - ctg µ + ctg V 

Die Koo rdinaten des Gegenpunktes R3 we rden aus (!) und (2) auf zwei
fache r Weise gewonnen, was zu r Kont ro l le benützt we rden kann: 

Xa X1 -ctg '. (Y1 - Ya) X2 -ctg V (Ya - Y2) } . . . . (S) 
Y a - Y1 -ctg !L (Xa - X1) - Y2 -ctg V (X2 - Xa) 

Dasselbe Ve rfah rrn wenden wi r auch auf den K reis K' an, d( r auf dt r 
rechten Seite de r Abb . 1 um die Punkte I ' , 2' und Q gesch lagen ist. Hie r wi rd 

�Ha' = t1' -ctg µ' 1 (t1' - ta') = t2' -ctg v' 1 (ta' - t2') · · · ( 6) 

wo µ' = 180° - a', v' = 180° - ß' ist und da raus wie oben 

" , _ 1 (t1' - t21) + ctg µ' t1' + ctg v' t2' 
�a - ctg µ' + ctg v' · · · · · (7) 

Die Koo rdinaten des zweiten Hi lfspunktes 3' sind dahe r 

x , = 
(Y21 - Y1') + ctg µ' X1' + ctg v' x21 ) 

a 
ctg µ' + ctg v' 

, (x1' - x2') + ctg µ' y11 + ctg v' y21 
. . . . . . (8) 

Ya = 
ctg µ' + ctg v' 

und die Koo rdinaten des entsp rechenden Gegenpunktes ma' aus ( 6) 

Xa' = X1' -ctg µ' (Ya' - Y1') = X2' -ctg v' (Y2' - Ya') } . . 
y a' = Y1' -ctg µ' (x1' - Xa') = Y2' -ctg v' (xa' - X2') 

. (9) 

Die Punkte 3, 3' und Ra und R'a benützen wi r nun zu r Bestimmung de r 
gesuchten Punkte P und Q. Wie aus Abb. 1 e rsicht lich, steht die Ge rade Ra P 
senk recht auf P Q, d. h. auf 3 3', man e rhä lt dahe r P a ls Schnittpunkt de r 
zueinande r senk rechten Ge raden R3 P und 3 3'. Bezeichnen wi r de r Kü rze 

ha lbe r die Richtungstangente Ya; - Ya de r Richtung (ta' - ta) mit „a", so 
Xa - Xa 

lauten die G leichungen de r beiden Guadrn 3 3' und R8 P: 
Y - Ya = a (x - X3) 

1 
Y - Y a = -- (x - X a)· a 

Hie raus e rhä lt man die Koo rdinaten von P, wenn Xp und )'p fü r x und y 
gesch rieben wi rd: 

Xp= 
a2 Xa + a (Y a - y a) + X a l 

1 + a2 

J 
. . . . . .. (10) 

a2 Y3 + a (X3 - Xa) + Ya 
1 + a2 
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, Die We rte von XQ und YQ we rden du rch d iese lben Fo rme ln (10) m it 
demse lben We rte „a" ausged rückt, nu r s ind d ie Koo rd inah n auf de r rechten 
Se ite und d ie in dense lben auft retrnden W inkt l p. und v gest richdt. 

2. D a s e r w e i t e r t e R ü c k w ä r t s e i n s c h n e i d e n. 

D iese Aufgabe entsteht aus de r Ma rek'schen, wenn zwe i de r gegebenen 
Punkte, z. B. 1 und !' zusammenfa l len. In Abb. 2 we icht d ie Lage des I- l i lfs-

2 

Abb. 2. 

punktes 3' von jene r in Abb. 1 insofe rn ab, daß jetzt 3' m it P auf dE rse lben 
Se ite von Q l iegt; info lgedessen w ird h ier p.' = rx' und v' = ß'. Dagegen b le ibt 

p. = 180° - rx und v = 180° - ß. D ie gesuchten Koo rd inaten von P und Q 
we rden auch jetzt du rch d ie Fo rme ln (10) ge l iefert. 

Man kommt abe r auf e infache re Fo rme ln, wrnn man den Koo rd inaten
anfangspunkt 0 in den Punkt 1 vE r legt, dann w ird näm l ich t1 = t1' = 0, und 
d ies in (1) e ingesetzt, e rg ibt 

9\3= -ctgp. I t3 ..... . .. .. . (11) 
a lso 

X3=ctgp. y3 Y3 = - ctg p. X3 

und d iese We rte füh ren info lge (10) auf 

a2 X3 - a (ctg p. X3 + y3) + ctg p. y3 (y3 - a X3) (ctg p. - a) l 
Xp = 1 + a2 = 

1 + a2 
. (12) 

, _ - a2 ctg p. X3 + a (ctg µ Ya - X3) + Ya _ (y3 - a X3) (1 + a ctg p.) 
YP - 1 + a2 - 1 + a2 

Aus d iesen G le ichungen fo lgt e ine e infache Bez iehung zw ischen Xp und yp, 
we lche auch du rch d ie Abb. 2 bestät igt w ird; da näm l ich a = tg rx331, w ird 

YP = tg (rx33' + p.). Xp = tg rxp . Xp. 
Man kann d ie rechte Se ite de r G le ichungen (12) auch auf e ine fü r Joga-• 31 

· h · h R 1 
· 

t o· t 1t b · t „ " sm rxa 
nt m tsc es ec rnen gee 1gne e es a nngen, wenn man ur „a --31 

cos rx3 
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schre i bt und den R ichtungskoeff iz ie�1ten tg a3 = �3 
e inführt. Es w ird dann 

3 

Xp =' � s in;(a� - °'a31) cos (aa31 + µ) } 
cos a3 sm µ . . .... (l3) 

x s in (a - a 31) 
YP = --

3
- � 3 

s in (a 31 -t µ) 
cos a3 sm µ 3 

. 

W 
. 

GI 
. 

h 
X3 Xp YP e il in d iesen e tc ungen -- = r3 und 

( 31 ) . ( 31 ) cos a3 cos a3 + µ sm a3 + µ 
= rp ist, drücken d iese Formeln den S inus-Satz im Dre ieck l 3 P aus. D ie 
in (13) auftretende Koord inate x3, deren Wert aus (4) zu nehmen ist, kann 

dadurch, daß man w ie bei der A ble itung der Formeln (13) x1 = y1 = 0 an
n immt, auch auf e infache logarithm ische Gestalt ge bracht werden. 

Auf d iesel be We ise f indet man auch d ie Koordinaten des Punktes Q; be i 
der B ildung von 9t3' ist, w ie schon er wähnt, a u f  d ie R e  i h e n f o 1 g e d e  r 
V e k t  o r e n im Faktor von ctg µ/ und ctg v1 und darauf zu achten, o b  µ1 

und v1 s p i t z e oder s t u m p f e W inkel s ind. 

3. D a s  e i n f a c h e R ü c k w ä r t  s e i n s c h n e i d e  n. 

Das Rück wärtse inschne iden kann aus der Marek'schen Aufga be dadurch 
a bgele itet werden, daß man z we i  der gege benen Punkte, z. B. l und 11, und 
außerdem d ie be iden gEsuchten Punkte P und Q zusammenfallen läßt, d. h. 
daß man in der vorher behandelten Aufga be P und Q ko inz id ieren läßt. Aus 
letzterer Bed ingung folgt a ber, daß der W inkel µ1 gleich 180° - µ w ird (s iehe 
A bb. 3),. und d ies hat zur Folge, daß der V e k t or  (913' - 9t3) je t z t  o r t h o

g o n a I, z uT R ic h t u n g  3 3' s t eht; denn n immt man den Ursprung 0 
w ieder im Punkte l an, so w ird nach (11) 9t3 = -ctg µ I r3 und nach ( 6) 

9t3' = ctg µ' 1 l:31 = -ctg P.. I r3'. 
Also w ird 

9ta' - ma = - ctgµlta1 - l:3), 

wom it d ie Orthogonal ität der be iden Vektoren er w iesen ist. 

Der Punkt Q rückt längs der Geraden PQ, d. h. der Geraden 3 31 in den 
Punkt P h ine in, we il a ber d ie R ichtung PQ jetzt n icht gege ben ist, kann d iese 
w illkürl ich ge wählt werden; in A bb. 3 ist die R ichtung der ge brochen aus

gezogenen L in ie 3 31, d. h. der Wert der W inkel µ, v, v1 bel ie big angenommen. 
D ie Lösung w ird in d iesem Falle durch d ie Gle ichungen ('12) gel iefert. 

E infacher w ird aber d ie Rechnung, wenn man d ie willkürl iche R ichtung 
m it der Geraden PI zusammenfallen läßt, we il dann d ie Schn ittpunkte m it 
den be iden Kre isen, d. h: d ie Punkte 3 und 31 ( in der A bb. m it (3), (31) be
ze ii::hnet) in den' Punkt 1 fällen, Be i d ieser Annahme w ird µ = 0, µ' = 0. (In 

der A bb. s ind d ie W inke1'v und v' für1 d iesen Fall m it (v) und (v1) beze ichnet.) 
Ver bindet man nun d ie z we i  Gegenpunkte 91(8), m(w) des Punktes 1, d. h. der 
Punkte (3); (31) m ite inander, so muß d iese Gerade - w ie w ir vorhEr geze igt 

ha ben - senkrecht auf d ie Gerade (3) (3'), d. h. auf d ie R ichtung PI stehen. 
Der Punkt P kann also als Schn ittpunkt z we ier senkrechter Geraden erhalten 
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werden. Setzen wir zu diesem Ende in die 1Formeln,(110) der Marek'schen Lösung 
X1 = Xa = 0, Y1 = Ya = 0, X3 = Xv Y3 = Yv so ergeben sich die 1Gleichungen 

a Y 1 + X 1 a2 Y 1 + a X 1 Xp = I + a2 YP = I + a2 

Abb. 3. 

Hier bedeutet „a" die Richtungstangente von (3) (3'); weil aber jetzt diese 
Richtung unbekannt ist, führen wir an ihrer Stelle die leicht bestimmbare 
Richtungstangente der auf sie senkrechten Verbindungslinie 9ica> 9(cs') ein und 

1 'b 
I 

" f" " D d 1 1 b 'd F 1 . d' . sc 1re1 en „- - ur „a . a ur.c 1 ge 1en unsere e1 en orme n in 1e 1n 
ll1 

Band XXXI, Nr. 1 dieser Zeitschrift schon angegebenen über: 

X - ___!__ y i a1 i a12X1-a1Y1 Xp = ----

1 + -
1

-
'l + a12 

a12 
1 1 

-2 Y1 --Xi a1 a1 - Y1 - a1 X1 
yp= -----

1 + _l_ 
- I + a12 

a12 

·I Y11 - Y1 Yw> - Yca> daher YP = - - Xp, wo a1 = = �---
a1 X11 - X1 Xca') - Xca>' 

4. D e r G e  g e n s c h n i t t. 

. . . . ' ' (14) 

Diese Aufgabe unterscheidet sich von der vorigen darin, daß hier anstatt 
des Winkels (v') der Winkel cp mit der Spitze im Punkte 21 gegeben ist. In 
Abb. 4 und in den weiteren Ausführungen ist für (v') und (v) wieder einfach 
v' und v gesetzt. Die Koordinaten Xp, YP bestimmen sich auch jetzt aus den 
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Formeln ( 14) des Rück wärtseinschneidens, nur muß zuerst der in X v Y 1 ent
haltene unbekannte Winkel v' berechnet werden. Dies kann mit Hilfe der 
Orthogonalitätsbedingung geschehen: die dem Richtungskoeffizienten „a1" 

entsprechende Richtung 'ITT3' - ma muß auf P 1 senkrecht stehen. Denkt man 
den Koordinatenursprung 0 wieder in den Punkt 1 verlegt (r1 = r3 = r1' = 
r3 ' = 0) und bezeichnet mit rp den Wert des Radius vektors und mit ap den 
Richtungs winkel des Punktes P, so wird infolge des Senkrechtstehens: 

cos ap . a1 = - -.-- oder s111 ap. a1 + cos ap = 0 . . . .  ( 15) · s111 ap 

Y 1 Y (y2' + ctg v' X2') - (y2 - ctg V X2) 
H '  · t 1 - 1 

zufolge (5), (9). ter ts a1 = Xi' 
- X1 (x2' -ctg v' Y2') - (X2 + ctg v Y2) 

Abb. 4. 

Um aus ( 15) für v' eine lineare Gleichung zu ge winnen („ap" enthält nämlich 
auch den Winkel v'), drücken wir hier die Koordinaten durch ihren Radius
vektor und Richtungs winkel aus, außerdem multiplizieren wir Zähler und 
Nenner mit sin v' . sin v, dann erhalten wir 

r 2' sin v cos (v' - a2') + r 2 sin v' cos (v + a2) a1 = 
r21 sin v sin (v' - a21) - r2 sin v' sin (v + a2) · 

Dies in ( 15) eingesetzt, gibt 

r21 sin v sin (ap + v' - 0:21) + r2 sin v' sin (ap - v - a2) = 0. 

Nach Abb. 4 ist aber ap + v' - o:2' = 180° - qi und ap - v - a2 = - ( 180° - tVi, 
daher wird 

r2' · · · , · ,, , r Sl11 V Sll1 q> = Sll1 V S 111 '1'• 
2 

Aus dieser Gleichung, die in jordan- Eggerts Handbuch für Vermessungskunde 
auf anderem Wege abgeleitet wird *) , kann v' und qi leicht bestimmt werden, 
denn es wird 

*) S. B. 2. Erster Halbband, Seite 461. 
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�: sin v sin cp = + cos (1i - v') - + cos (1i + v'), 

und weil hier (1i + v') bekannt, nämlich gleich 360° - (a2 -a2' + f + v) ist, 
kann daraus (1i - v') berechnet werden. Es ergeben sich z wei nur im Vor
zeichen verschiedene Werte von (1i - v') und daher z wei Wertepaare von v' 
und qi. Bezeichnet man das eine Paar mit v11 = v' und qi1 = qi, so wird das 
z weite Paar daraus durch Vertauschung erhalten v21 = qi und �2 = v'. Welcher 
der beiden Punkte P1, P2 dem gesuchten entspricht, wird man aus der Punkt
lage entscheiden können. 

5. D i e  H a n s e n's c h e  A u f g a b e. 

Diese Aufgabe wird auch durch die Formeln (14) der Marek'schen Auf
gabe gelöst, wenn man in diesen z wei Paare der gegebenen Punkte, u. z w. 1 
mit 1' und 2 mit 2' zusammenfallen läßt. Die Koordinaten des Punktes Q 
unterscheiden sich von jenen des Punktes P nur darin, daß in denselben µ' 
und v' anstatt IJ. und v steht. 

* 

Das bisher ange wandte analytische Verfahren -das auf die Bestimmung 
der Gegenpunkte in Bezug auf z wei Kreise beruht - führt auch beim Drei
punkteproblem zur Lösung der Aufgabe. Wir werden diese Aufgabe in einer 
späteren Nummer dieser Zeitschrift auf z weierlei Art, nämlich auf vektor
alge braische m und ve ktoranalytischem Wege behancle In. 

Über e1n1ge im Bundesamt für Eich- und Vermessungs„ 
wesen behandelte Probleme der Erdschwere. 

Referat über den Vortrag cles Vermessungsrates Dr. l(arl M a d e  r von Vcr111essungskommissär 
Dr. l{arl Le cl e r s t c g e r . 

Am 4 .  April cl . j. hielt der Vermessungsrat Dr. l(arl M a d  c r, Priva tdozen t an der 
Technischen H ochschule in Wien, in der Arbeitsgemeinscha f t  einen Vortrag über clie j üngsten 
geophysikalischen Arbeiten des Bundesamtes f ür Eich- und Vermessungswesen .  Zweck 
dieses Vortrages war, zu zeigen, wie die physikalische Geodäsie aus Pendel- und Drehwaagen-
111essungen in einem kleinen Gebie te  tler Erdoberfläche Erkennt nisse über die Figur der Niveau
flächen und den Bau der Erdkrust e  gewinnt .  Zur Einführung in diesen schwierigen Wissens
zweig zeigte der Vortragende, wie infolge von Zusa tzmassen Ver formungen der Niveauflächen 
der Erde zust andekommen.  Der Bet rag der Geoiclhebung in folge einer gegenüber der Erd
masse kleinen Zusatzmasse ist V: y, wenn V das Poten tial dieser Masse ist. Über den 1\ont i
nenten sind claher l lebungen, Ciber den Meere n Senkungen des Oeoicls zu erwarten . 

Diese Uroßfurmen des Geoids werden einmal aus Schwercmessungen erschlossen 
werclen ,  wenn genügend ii ber die ganze Ercle gleichmäßig verteiltes Beobachtungsmaterial 
vorliegen wir d .  

Nur in kleinem Gebiet können heute die  Schweremessungsergebnisse zu geologischen 
Aussagen herangezogen werden .  

Nach en tsprechender Reduktion der  beobachteten g-Werte erhHlt man als Grundlage 
fiir derartige Unters11ch11ngen die schein baren Schwerestörungen, clie neben der Wirkung 
der Massenverteilung noch einen systematischen Anteil, den sogenannten Tenn von Bruns 
enthalten,  auf dessen fu ndamen tale Bedeut ung in den letzt e n  Jahren F.  l lopfner wiederholt 
hingewiesen ha t .  Dieser poten tialtheoretische An teil der Scl.1werestöning, der in cler Höhen-


