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sie als Gemeinschaftsarbeit der Technischen Hochschule \Vien, Institut 
für Allgemeine Geodäsie, Vorstand o. Prof. Dr. F.  Hauer, des Bundesamtes  
für Eich- und Vermessungswesen, \Vien, der Bundesanstalt für ·wasser
biologie und Abwasserforschung, vVien-Kaisermühlcn, und cles Bundes
strombauarntes \Vien durchgeführt . 
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Das arithmetische Mittel als allgemeinstes Ausgleichungsprinzip 

Von Dipl.-Ing. Ludwig S t a r k  1 

A 11 e Ausgleichungsaufgaben lassen sich bekanntlich auf eine einzige 
Grundaufgabe zurückführen. Diese ist gegeben, wenn folgender-Gleichungen 
mit 11-Unbekannten vorliegen : 

n 
�Cik J.\ + Ci, n + 1 = Ü k=l 

(i = 1, . . . r) 

(]) 

Die Anzahl r der Gleichungen (1) ist immer größer als die Anzahl n 
der darin vorkommenden Unbekannten :rk, somit „ > 11. 
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Wegen der (r-n) überschüssigen Gleichungen in (1) kann im allgemeinen 
kein ·wertesystem xk (k = 1, . . .  n) gefunden werden, welches alle Gleichungen 
(l) befriedigt. Man gelangt so zu den r-Fehlergleichungen 

�Cik Xk + C;,n+ 1 = V; 
k=l 

(i = ] ' . . .  1') 

(2) 

Aus ihnen wird nach dem Gauß'schen Minimumsprinzip [vv] 
Minimum das Normalgleichungssystem 

n 
� llJk Xk + Cl1, n + 1 = Ü 

k=l 
(1 = 1, ... n) 

(3) 

erhalten, dessen Lösung die ausgeglichenen ·werte der n-Unbekannten xk 
ergibt . 

Es läßt sich zeigen, daß diese ausgeglichenen ·werte xk durch ein 
allgemeines ponderiertes arithmetisches NI iltel dargestellt werden, welches 
als Sonderfall auch das einfache arithmetische Mittel enthält. 

Aus den /'-Gleichungen (1) lassen sich durch Kombinationen ohne 

\Viederholung zur 11-ten Klasse ingesamt (:;) verschiedene Lösungssysteme 

der Unbekannten xk (Ir = 1, . . .  n) ermitteln. Eine beliebige, aus n beliebigen 
Gleichungen (1) nach der Cramer'schen Regel ermittelte Unbekannte wird 
erhalten mit 

- xj' (p) = 1 Cpq 1 
1Cpk 1 

(4) 

In einer Zählerdeterminante 1Cpq 1  durchlaufen dabei die Zeilenindices 
p eine der Gleichungsausvvahl entsprechende Kombination ohne \Vieder
holung aus den Zahlen 1, ... l' zur n-ten Klasse. D ie Spaltenindices q durch
laufen die Zahlen 1, . . .  n in arithmetischer Reihenfolge, wobei jedoch der 
Index q = j durch den Index n + 1 zu ersetzen ist . D ie N ennerdeterminante 
1cpk 1  stellt die der Gleichungsauswahl entsprechende Koeffizientendeter
minante dar. 

Den nach (4) ermittelten (:;) ·werten x/ (p) ist ein einziger ausgegliche

ner \Vert :i�i zugeordnet, der nach der Cramer'schen Regel aus (3) erhalten 
wird. Es ist 

1Cl]q 1  - Xj = 1C/Jk 1  
(G) 

Die Spaltenindices q der Zählerdeterminante 1a1q 1  sind hiebei dem 
gleichen Bildungsgesetz wie bei (4) unterworfen. Die Nennerdeterminante 

1a1k1 stellt die üblicherweise mit D bezeichnete Koeffizientendeterminante 
des Normalgleichungssystemes dar. 
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Es soll nun der ausgeglichene vVert Xj einer Unbekannten in Funktion 

der (:;) \Verte xi' (p) dargestellt werden. Dazu wollen wir vorerst die Deter

minanten in (5) umformen. Die Koeffizientendeterminante 1a1k1 eines 
Normalgleichungssystemes kann bekanntlich als eine Summe von Deter
minantenquadraten geschrieben vverden. Das läßt sich auch für den all
gemeinsten Fall auf einfache und elegante Art nachweisen. („Sur un theo
rcme de la methode des moindrcs carres",  par Prof. A. Ansermet, Schweize
rische Zeitschrift für Vermessung und Kulturtechnik, Nr. 8, 1950). Das 
Normalgleichungssystem (3) steht mit dem System der Fehlergleichungen 
in Beziehung gemäß 

�CikVi = 0 (G) i=l 
(k = 1, ... n ) 

Versteht man unter (c;k) die Koeffizientenmatrix des Fehlergleichungs
systemes (2) , so ist die üblicherweise mit (c,k)' bezeichnete Koeffizienten
matrix des Gleichungssystemes (6) die zu (cik) transponierte Matrix. Das 
heißt, in (c;k)' sind gegenüber (c;k) die Zeilen und Spalten vertauscht. 

Die Gleichungssysteme (2) und (6) ergeben zusammengefaßt ein System 
von (r + n ) Gleichungen mit ebenfalls (r + n) Unbekannten v und a:. 

Aus diesem Gleichungssystem der Form 

�Cik V; = 0 
i=l 

(7) 

könnten die Unbekannten v und x direkt im Zusammenhang ermittelt werden. 
Die Koeffizientendeterminante des Normalgleichungssystemes (3) er

hält nun mit (7) eine symmetrische Form. Es ist 

la1kl = 
1 (c;k) � (E) 1 

(0) (c;k)' (8) 

worin (E) eine Einheitsmatrix der Ordnung „ und (0) eine Nullmatrix der 
Ordnung n darstellen. 

Mit Ausschreibung der Matrizensymbole hat die Determinante (8) 
z .  B .  für n = 2 ,  r = 3 die Gestalt 

Cn C12 - 1 0 0 
C21 C22 0 -1 0 

D= C31 C33 0 0 -1 (Sa) 

0 0 Cn C21 C31 
0 0 C12 C22 C32 

Auf (8) wollen wir nun den Laplace'schen Entwicklungssatz anwen
den. (Siehe z. B .  „Determinanten und Matrizen" von Dr. Fritz Neiß, Sprin-
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ger-Verlag, 19J8, S. 33.) Wir betrachten laikl als Funktion der Elemente 
der ersten n-Spalten, das heißt, wir entvvickeln die Determinante (8) nach 
den Determinanten 1 Cpk 1 der Ordnung n, welche den Nennerdeterminanten 
in (4) entsprechen . Nach Laplace ist dann 

(9) 

Die (,�) Determinanten 1Cpk 1  der Ordnung ! '  sind die zu 1cpk1 komple

mentären Unterdeterminanten oder Minoren, die aus der Darstellung (8) 
erhalten werden, wenn man die Zeilen mit den Indices p und die ersten n-

Spalten streicht . Die Minoren 1Cpk 1 können immer in die Form 

(10) 

gebracht werden, wobei die Matrix (Jlf) die Elemente - 1 in den Spalten 
i-:/= /l enthält . Bei Entwicklung der Determinanten (10) nach den Elementen 
von (Al) erhält man daher eine Determinante von der Ordnung n, welche aus 
den Spalten i = p der transponierten 1\fatrix (c,k) ' gebildet ist . Demnach ist 

und mit (9) 
1 Cpk 1 = 1 Cpk 1 (11 )  

1 (/Jk 1 = � 1 Cpk 12 (12) 

In gleicher Weise betrachten wir nun die Zählerdeterminante 1 a19 1 
in (li). Man erkennt leicht, daß diese auf Grund von (7) in einer zu Formel 
(8) analogen Schreibweise angesetzt werden kann. Man erhält 

(13) 

Die gleiche Laplace'sche Entwicklung dieser Determinante wie unter 
(9) liefert jetzt 

(14) 

Da die Determinanten in (0) und (13) in (0), (E), (ck)' übereinstimmen, 

ist der Minor 1Cpq1 ebenfalls identisch mit dem Minor 1 cpk I · 

Mit (11) ist daher (rn) 
Damit erhält man für 1a1q1 endgültig 

(IG) 

Setzt man die Werte (12) und (IG) in die Formel (ri) ein,' ergibt sich 

(1 7) 
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Nun ist nach ('1) 
(18) 

Damit kann j etzt der ausgeglichene ·wert ;i�i einer Unbekannten dar
gestellt werden mit 

[m . �rJ 
[m] 

( H l) 

Aus dieser Entwicklung geht hervor, daß sich das allgemeine Aus
gleichungsprinzip [vv] = Minimum i m m e r  in Übereinstimmung mit 
einem mit den Massen /11 belegten arithmetischen Mittel (19) befindet. 

Die Massen m sind durch die zu den einzelnen (;;) Werten x/ (p) gehören

den quadrierten Koeffizientendeterminanten gegeben . 

Dieser Satz, der hier in einer, soweit mir bekannt geworden ist, neuen 
Art abgeleitet wurde, ist bekannt als der „Satz von Jacobi" . (C . G. J. Ja
cobi :  „De formatione et proprietatibus determinantum", Crelle's Journal 
für die reine und angewandte Mathematik, Bel. 22 / 1841, S. 285 u. ff. ) .  A. 
Tarczy-Hornoch hat im Heft l /2, XXXVIII .  Jahrg. ,  Juli 1950 dieser Zeit
schrift in einer Arbeit „Über die Zurückführung der Methode der kleinsten 
Quadrate auf das Prinzip des arithmetischen Mittels" eine kritische Dar
stellung der einschlägigen Veröffentlichungen mit einer ausführlichen 
Literaturangabe gegeben, auf welche hier verwiesen werden soll. Er stellt 
zusammenfassend fest, daß die Zurückführung der Methode der kleinsten 
Quadrate auf das arithmetische Mittel bis j etzt am einwandfreiesten nur 
durch die sogenannte ervveiterte Helmert 'sche Methode erfolgen kann, 
während der Satz von J acobi nicht als Beweis für die Zurückführung der 
Methode der kleinsten Quadrate auf das arithmetische Mittel angesehen 
werden könnte.  

Allgemein betrachtet ist die Definierung eines arithmetischen Mittels 
als Ausgleichungsprinzip nicht unbedingt auf den Fall der direkten, von
einander unabhängigen Beobachtungen zuzuschneiden. Die Helmert'sche 
Methode besteht ja bekanntlich darin, den allgemeinen Fall durch eine 
lineare Substitution auf den Spezialfall des nur für direkte Beobachtungen 
definierten allgemeinen arithmetischen Mittels entsprechend der Jordan
schen Fassung (J ordan-Eggert : „Handbuch der Vermessungskunde", 
I. Bel., V. Aufl . ,  1904, S.  43) zurückzuführen, was j edoch keinerlei praktische 
Folgerungen ergibt .  Anders gesehen, ist die Ausgleichsrechnung ein kombi
natorischer Prozeß, in welchen auch die arithmetische Mittelbildung ein
bezogen ist . . Es ergibt sich die Frage, ob die Bestrebungen, die Methode der 
kleinsten Quadrate auf den Spezialfall des arithmetischen Mittels bei von
einander unabhängigen, direkten Beobachtungen zurückzuführen, logisch 
zu rechtfertigen sind, denn die Gleichungen ( 1 9) enthalten diesen Spezial
fall für II = l, 


