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Der gefahrliche Ort des tiberbestimmten rdumlichen
Ruckwartseinschneidens

von Karl Killian, Wien

a) Einleitung

Das raumliche Riuckwértseinschneiden (r.R.-E.) bei Vorhandensein von drei Fest-
punkten ist ein sehr bekanntes und weitgehend behandeltes Problem. Der gefahrliche Ort
(gef. O.) dieses Problems wurde schon von S. Finsterwalder auf kinematischem Wege
abgeleitet [1a)] und spater [1b)] sehr ausfuhrlich behandelt. Ebenso haben Krames, Rin-
ner und Wunderlich [6] [9] [12] u. a. auf diesem Gebiet wertvolle Arbeiten geleistet. Die
erste geschlossene analytische Ableitung des gef. O. istin [5] gegeben. Alle auf verschie-
denen Wegen durchgefuhrten Arbeiten lber den gef. O. (Kreiszylinder, der durch die drei
Festpunkte geht und auf der Festpunktebene normal steht) zeigen unmittelbar — oft wird
auch besonders darauf hingewiesen —, daB der genannte Zylinder der einzige gef. O. des
r.R.-E. bei Vorhandensein von drei Festpunkten ist.

Gotthardt behandelte das Uberbestimmte r. R.-E., d. h., er setzte vier und mehr
Festpunkte voraus und kommt erstmalig zu sehr bedeutungsvollen Aussagen:

1) Liegen vier oder mehr Festpunkte in einer Ebene, so gibt es keinen gef. O. [2a)].

2) Liegen jedoch vier oder mehr Festpunkte im Raum, so ergeben bestimmte La-
gen der Festpunkte einen gef. O. Das ist dann der Fall, wenn beliebig viele Festpunkte
auf bestimmten Raumkurven dritter Ordnung liegen [2b)]. Bei der Ableitung dieser Kurven
kommt Gotthardt zu der Aussage, daf3 es bei Vorhandensein von drei Festpunkten, auBer
dem bekannten geféhrlichen Zylinder, noch einen anderen gef. O. gibt.

Zu 2) ist zu bemerken, daf die von Gotthardt abgeleitete Kurve dritter Ordnung und
ihre Eigenschaften schon sehr lange bekannt sind (siehe unter C). Allerdings wurde die
Bedeutung dieser Kurven flr die Photogrammetrie nicht genligend beachtet. Ferner ist zu
bemerken, daB der sogenannte ,neuentdeckte gef. O. des r. R.-E.“ bei Vorhandensein
von drei Festpunkten nicht existiert.

b) Grundlegendes

Wir gehen von einer ganz einfachen Uberlegung aus, die ohne Rechnung zu einem
sehr anschaulichen Ergebnis fuhrt: 64 und o, sind eine horizontale bzw. eine vertikale
Ebene. In o6, liegt ein Kreis K, mit dem Durchmesser (J) a, der 6, im Punkt O berihrt
(Fig. 1). Das Projektionszentrum P eines Luftbildes liegt im héchsten Punkt von K, und O
ist der FuBpunkt des Lotes von P auf 4. Durch O geht eine zur Schnittlinie von o4 und 6,
normale Gerade G. Die Festpunkte A und B liegen auf dem Kreis K, und der Festpunkt C
liegt auf der Geraden G. Bewegt man P_auf dem Kreis K, so bleiben die Winkel o. und B
konstant. Bewegt man P auf dem Kreis K (Radius von K ist gleich dem Durchmesser von
K), so bleibt der Winkel v konstant. Da die Kreise K und Kin P eine gemeinsame Tangen-
te haben, andern sich alle drei Winkel nur von zweiter Ordnung, wenn sich P um eine
Strecke erster Ordnung bewegt. Da mit Hilfe von o, p und y auch alle drei Positionswinkel
zu den Punkten A, B, C bestimmt sind, liegt ein r. R.-E. vor. Der Punkt P ist sodann der
gef. O.

Diese Uberlegung gilt fiir beliebig viele Festpunkte, wenn sie alle auf dem Kreis K
und auf der Geraden G liegen. Immer ist P der gef. O., obwohl also eine beliebig hohe
Uberbestimmung des r. R.-E. vorliegt.
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Ferner ist auf einfache Weise zu erkennen, daB zu zwei symmetrisch zu P in endli-
cher Entfernung liegenden Punkten S, S entsprechende Positionswinkel gehéren, die
exakt gleiche GréBe haben. S und S stellen sodann zwei getrennte und P eine zusam-
menfallende Lésung dar.

Bemerkt sei, daB unter c) diese Ergebnisse noch wesentlich erweitert werden.

Wir gehen nun wieder zuriick auf unsere Annahme: Es liegen nur drei Festpunkte
A, B, C (Fig. 1) vor. Fig. 1 kénnte zur Vermutung fiihren, daB damit ein neuer gef. O. des
r. R.-E. entdeckt ist (Gotthardt[2 b]). Das ist jedoch nicht so. Wird namlich tber das Fest-
punktdreieck (A und B sind beliebige Punkte des Kreises K, und C ist ein beliebiger Punkt
der Geraden G die bekannte gefahrliche Zylinderflache errichtet, so geht diese immer
durch P. Oder anders gesagt: Fallt man von P das Lot auf die Festpunktebene €, so
schneidet dieses immer den Umkreis des Festpunktdreiecks. Diese Aussage entspricht
dem letzten Satz des ersten Absatzes der Einleitung. Dennoch soll unabhéngig davon
diese Aussage analytisch bewiesen werden:

Dieser Beweis wird besonders einfach, wenn A und B gleich hoch sind. Wir neh-
men folgende Gré Ben als gegeben an: a = @ des Kreises K, p = Entfernung OC, & = Nei-
gungswinkel des Umkreises K;. Aus Fig. 2 folgt fir Kreis K

g2 = (a — ptand) ptand (1)

Ebenso folgt fir den Umkreis Ky (@ = 2r)

—(or—_P y _P_
gt = cosé)'cosé (2)

Aus 1) und 2) folgt:

(a =~ ptand) ptand = (2r — &)%—6) . c_o%

daraus
=(gq — i _p_
2r=(a— ptand) sind + 1< 3)
Aus dem KreuzriB folgt fir K: %, = (a — ptand) sind

Ebenso folgt fur Kj: %, = 2r —_s‘i%_a

3 5

Aus 3) ist ersichtlich, daB x; = x,.

Beachtenswert ist noch der Fall, daB nur ein Festpunkt dem Kreis angehdrt und die
beiden anderen Festpunkte auf der Geraden G (Fig. 1) liegen. Man erkennt sodann un-
mittelbar, daB das von P aus gefélite Lot auf die Festpunktebene durch den Umkreis K,
geht.

Wir gehen nun zur urspriinglichen Aufgabe zurlck: A und B haben beliebige Lagen
auf dem Kreis K, und C hat eine beliebige Lage auf G. Diese Aufgabe kann bei verschie-
denen Annahmen mit den Methoden der darstellenden Geometrie gelést werden. Diesem
Vorgang entsprechend, weisen die Lésungen nur graphische Genauigkeit auf. Zu einem
strengen analytischen Beweis fiihren einige aus der Fig. 3 ablesbaren Beziehungen. Die
Punkte A, B, C sowie der Kreis K sind in Grund- und AufriB dargestellt. e; und e, sind die
Spuren der Ebene e. Grund- und Aufri8 des von P auf ey, e, geféllten Lotes ! stehen nor-
mal zu e bzw. e,.

Wir zeichnen einen SeitenriB auf eine vertikale durch B gehende und zu !’ (= /9
parallelen Ebene und erhalten den in die GrundriBebene gedrehten FuBpunkt F° des
Lotes. Wir drehen ferner das Dreieck A, B, C in die GrundriBebene und erhalten A°, B°,
Ce. Zeichnen wir den Umkreis dieses Dreiecks, so muB dieser, wenn obige Aussage rich-
tig ist, durch F° gehen.
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An dieses graphische Ergebnis schlieBen wir einen analytischen Beweis. Die
ganze Fig. 3 ist mit Angabe der GréBen a, z; yy, y» und X3 eindeutig bestimmt. Denn z;,
t, sinp, cosp, siny und cosy kdnnen aus diesen Angaben berechnet bzw. aus der Figur ab-
gelesen werden.

Aus den AufriB3 folgt:

yi=2zia—z) (1)
V3 =2Z(a = 2,) 2)
Daraus a= 325 +2 )
2,
Aus dem GrundriB folgt:
Slnﬁ \/)(2—'*'12 (4)
t
cosp = N (5)
Aus dem Seitenrif3 folgt:
_ Zy
tanY = +y,) sinp
und wegen 4) 2, e+t (6)

tany = Y
SFe =TF" = a siny + t sinf cosy = siny [a + t sinf coty] ()

Nach Verwendung der Gin. 3), 4) und 6) ergibt eine einfache Rechnung

SF = s D03 + ] (la)

Zur Bestimmung des Schnittpunktes des Umkreises mit I’ (= 1°) verwenden wir ein
rechtwinkeliges Koordinatensystem &, 1 Ursprung Punkt S. Sind p und q die Koordinaten

des Mittelpunktes, so folgt SF, = 2q und &c = 2p. Nach Verwendung der Gin. des durch
S, A°Be° C° gehenden Kreises folgt

§0=2q=nl8(g2 ngC+n)——-(EA EnEc +mR) (7)

In 7) sind die Indizes , weggelassen. Aus dem GrundriB folgt:

3C i ot z
Somit ist Ec=SC' =xgsinp, Eg=ST =y, cosp, nB:sinzy
omit ist:
a0 _ Siny ) .
SFe= Z (y3sin?B — y, x,sinf cosP + %) (1

Verwendet man 4) und 5) und driickt man sin?y durch tany aus und bringt man
siny/z, (x3 +t2) wieder vor die Klammer, so wird Il) identisch mit la). Damit ist der Beweis
geliefert.
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Wir stellen jetzt eine allgemeinere Frage: Wie missen die Festpunkte A, B, C lie-
gen, damit das vom Luftstandpunkt P auf die Festpunktebene ¢ geféllte Lot den Umkreis:
K; des Festpunktedreiecks schneidet? L
Die Vektoren zu den Punkten A, B, C heiBen ps, P, Pa-

(Vektoren sind im folgenden durch Halbpfeile gekennzeichnet.)
Der Vektor zu P ist ok Fig. 4.

&/ Fig. 4

Py = X|T+ Y1T+ zK (1)
P2 =Xp1 + o] + 2,K @
Pa=Xql + Vo] + 2K (3)

Fir den Mittelpunkt M des Umkreises besteht die Beziehung:
IFil = 17l = 73] (4)

Sind Xy, Yo, 2, die Koordinaten von M, so ist:

—
o
=2

F1 =Py = Po= (X, = Xo)1 (V1 — yo)] + (2, — 20)K
=P, —P=.

e -
f'3=P3~ Po=-

SHG)
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Wegen 4) ist
(Br = Pof? = (P2 — Po)? = (Ps — Po)? (8)
Aus 5) und 7) folgt
2% = X)X+ 2(ys — V1)Yo+ 2(z3— 2)2o =X — ¢ + Y3 — i + B — F (0
Analog folgt aus 6) und 7)
2(X3— X)X+ 2(Ya — Vo) Yo + 2(23 — 22) 2o =X5 — X3 + Y3 — Y2 + 25 — 23 (1

Das sind zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung der Koordinaten von M. Die folgende
Gleichung ergibt sich aus der Komplanarititsbedingung (bzw. lineare Abhéngigkeit) von
und rq, rp und r3 i ry - 1o X rz = 0. Etwas einfacher ist es, die Geichung der Ebene ¢ in
Determinantenform zu verwenden:

ixyz

1%, 2 X, Y12y ¥z %24 x5y
1x;¥;z;+1- Xa¥2Zo|= X |1Y225 [+Y. | 1% 2 [—2. [ 1xy2[=0 il
1 X3 Y3 Z3 X3Ys Z3 1Y32, 1X32, 1 X3 Y3 (1)

Ersetzt man in dieser Gleichung die laufenden Koordinaten x, y, z durch x,, Yo, Z,, SO hat
man die gesuchte dritte Gleichung Ill) zur Berechnung von M (x,, Yo, Z,). Die Lésung die-
ser Gleichungen ergibt

Po=Xo1 + Yol + z,K (9)
Der Normalvektor n auf die Ebene € ist

T 7 I3 o

Xy —Xo Y1~ Yo z1—zo‘=c1i+czj+csk (10)
Xo = Xo Y27 Yo 22— 29
Aus Fig. 4) folgt, wenn vg die Zahl bedeutet, mit der n zu multiplizieren ist, um den FuB-
punkt F des Lotes zu erreichen

—

n=rxr=

EI: . aT("" VFFI\ (11 )

Die Berechnung von v erfolgt mit der Dreipunktegleichung der Ebene e:
P=Po+ A, + P, (12)
oder P'="Po+ APy — Po) + (P, — Po) (12a)

wobei A und p unabhéngig voneinander alle reellen Zahlen durchlaufen. Wegen 11) ist
Po+ A (P = Po) + e (P, — Po) —ak +ven (13)
die Koordinaten vonﬂ nennen wir a,, ap, as
die von ?; nennen wir by, by, bg

Somit ist:
Xo ay b, 0 (oM
Yo |+ he |8t pe| Dyl =0 |+ veCy (14)
Z, ag by a Cy
oder
Gy 24 b, Xp
Ve | 7Co|+ M| 8n| + el bo|= |V (14a)
—C. a, b, a—z,
Nach der Cramerschen Regel ist
—Xo aby| |—cia b
VE=|"VYo @bsli|—Ca,b, (15)
a—zgagbs| |—czagh,
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Aus 10) und 11) folgt

5;=aT<\+vF(c1T+ c2T+c3?) (16)
Die notwendige und hinreichende Bedingung, daB F aufdem Umkreis liegt, ist
| Be — ol =17 (17)

Infolge 13) 10) und 9) ist
| aK + Ve (c;T+ C + c3K) — Xg — Yol — zoK|=|(veC, — Xo)T+ (VeCo — Yo)] + (VeCs + @ — o) K|
Somit
(VeCy + %ol + (VeC, — Yol + (Vecy + a — o2 =[7] (18)

Die angefihrten Gleichungen sind unmittelbar zur Berechnung numerischer Bei-
spiele geeignet: Gegeben sind P und A, B, C. Es ist gefragt, ob das Lot von P auf die
Festpunktebene & den Umkreis des Festpunktedreiecks schneidet. Umgekehrt dirften
diese Gleichungen nur aufgrund sehr aufwendiger Uberlegungen die Antwort auf die
Frage geben kdnnen, wo die Festpunkte liegen missen, damit sie die obige Eigenschaft
erfillen.

Gotthard [2b)] erklarte, daB die Festpunkte, die auf bestimmten Kurven 3. O. lie-
gen, ein r. R. E. von differenzieller Unsicherheit ergeben.

Unter c) wird gezeigt, daB eine ganz einfache und in diesem Zusammenhang kaum
beachtete geometrische Uberlegung unsere allgemeinere Frage beantwortet.

c) Die Horopter-Kurve

Die von Gotthardt angegebene Kurve 3. O. [2b)] wurde schon von A. F. Mébius [8]
1827 studiert. Eine bedeutende Rolle spielte sie in der physiologischen Optik [4] [7] [10]
[11]. Sie heiBt Horopter-Kurve (Kunstwort, abgeleitet vermutlich aus Horos = altégypti-
scher Sonnengott). Sie hat gewisse Analogien mit dem Kreis und wird daher auch kubi-
scher Kreis genannt. Die flr unsere Belange maBgebenden Eigenschaften der Horopter-
Kurve kénnen ganz elementar abgeleitet werden:

Wir denken uns zwei kongruente Strahlenbindel. lhre Strahlen seien nach dem
Prinzip der gleichen Winkel einander zugeordnet. Bekanntlich kénnen zwei kongruente
Strahlenbindel, deren Zentren nicht zusammenfallen, nicht so gelegt werden, daB sich
alle einander entsprechenden Strahlen je in einem Punkt schneiden. Im allgemeinen
kreuzen sich zwei entsprechende Strahlen dieser Biindel. Jedoch in beiden Biindeln gibt
es einander entsprechende Strahlen, die sich schneiden. Die Gesamtheit dieser Schnitt-
punkte ergibt die Horopter-Kurve. Um diese zu bestimmen, gehen wir folgendermafen
vor:

Die beiden kongruenten Blindel legen wir so, daB zwei Strahlen des Blindels mit
dem Zentrum S sowie die entsprechenden zwei Strahlen des Biindels S zu einer horizon-
talen Ebene = parallel liegen. Die Grundrisse dieser Strahlen S'Q, und S'Q, sowie S{Q
und S'Q, (sie sind in Fig. 5 strichliert gezeichnet) schlieBen ebenso wie die entsprechen-
den Strahten gleiche Winkel o ein. Die Schnittpunkte der Grundrisse sind Q4 und Q,. Da
Uber die GréBe von o nichts ausgesagt wurde, liegen alle Q-Punkte auf einem Kreis K
(Peripheriewinkelsatz).

Auf dem Kreis K denken wir uns eine Zylinderflache errichtet, deren Erzeugende
vertikal stehen. In dieser Flache wéhlen wir einen Punkt R so, daB die Vertikalwinkel 3 in
S und in S gleich groB sind. Sodann sind SR und SR entsprechende Strahlen der beiden
kongruenten Biindel. Alle Punkte auf der Zylinderflache, welche die Eigenschaft des
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Punktes R haben, liegen auf einer Kurve, der Horopter-Kurve (kurz Horopter). Fur diese
besteht also die Beziehung: L -
e + S'Qitanp = S'Qqtanf—e

L&Bt man B gegen 90° gehen, so erkennt man, daB der Horopter eine vertikale, zu P dia-
metral liegende Asymptote hat.

Die optischen Vorgéange im menschlichen Auge werden in erster Naherung der ma-
thematischen Idealisierung zusammenfassend etwa folgendermaBen beschrieben: Jedes
Auge hat ein Zentrum eines Lichtstrahlenblindels. Die Augen sind um diese Zentren
drehbar. Wenn die Augen eine primére Stellung annehmen, d. h., wenn bei aufrechter
Kérperhaltung ein optisch unendlich ferner Punkt fixiert wird, so liegen die kongruenten
Lichtblindelstrahlen parallel. Sie bestimmen entsprechende Punkte auf den Netzhauten.
Wird nun ein beliebiger endlich weit entfernter Punkt im Raum fixiert, werden die Augen
so gedreht, daB die Bilder des Punktes auf entsprechende Stellen der Netzhaute fallen.
Der zugehdrige Horopter ist der Ort der Punkte, in denen sich je zwei entsprechende
Strahlen der Bilndel schneiden. Die Punkte des Horopters allein werden scharf gesehen.
Dieser Vorgang wird uns beim Sehen kaum bewut.

Im Sinne der Photogrammetrie heiBen die bis jetzt erkidrten Eigenschaften des
Horopters: Wenn in zwei Luftstandpunkten S und S je ein Luftbild von den gleichen belie-
big vielen Festpunkten aufgenommen wird, die alle auf einem Horopter liegen, so sind die
beiden Strahlenbiindel kongruent. Das heiBt, das r. R.-E. hat bei Verwendung aller Fest-
punkte zwei nicht zusammenfallende Lésungen. Ist die Strecke S S sehr klein, so kann
die sogenannte Nebenlésung nicht mehr ausgeschieden werden. Es liegt also ein gef. O.
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vor. In Fig. 5 haben wir S héher als S angenommen. Es ergibt sich in diesem Fall ein
linksgéangiger Horopter. Liegt S tiefer als S, ergibt sich ein rechtsgangiger Horopter. Lie-
gen diese beiden Punkte gleich hoch, so zerfallt der Horopter in einen Kreis und in eine
Gerade. Damit kommen wir wieder auf Fig. 1 zurlck.

Wir betrachten wieder das r. R.-E. bei Vorhandensein von drei Festpunkten. Unter
b) wurde gezeigt, daB dann, wenn die drei Festpunkte auf einem entarteten Horopter lie-
gen, kein ,neuentdeckter gef. O.“ vorliegt. Wie soeben gezeigt, gilt dasselbe auch dann,
wenn die drei Festpunkte auf einem nicht entarteten Horopter liegen.

Bezuglich der Mannigfaltigkeit eines Horopters kann bemerkt werden, daB fir ei-
nen Luftstandpunkt P und bei vorgegebener Lotrichtung -3 Horopter bestehen. Denn, es
gibt 1 azimutal liegende Kreise K (Fig. 1). Ihr Durchmesser a kann <! verschiedene
Werte annehmen und die Steigung des Horopters kann ebenfalls 1 verschiedene Werte
annehmen.

Eine besonders einfache punktweise Konstruktion und Berechnung eines Horop-
ters wird noch angefihrt: Aus Fig. 5 folgt, daB der Horopter auf einem Drehzylinder liegt.
Ein orthogonaler Kegel hat bekanntlich eine Erzeugende, die senkrecht zu den Kreis-
schnitten des Kegels steht. Bringt man diese Erzeugende mit einer Erzeugenden des
Zylinders zur Deckung und bestimmt man sodann die Schnittlinie der beiden Fachen
2.0, so ergibt sich eine Raumkurve 3. O., und zwar ein Horopter. (Z. B. hat Th. Schmid
in seiner Darstellenden Geometrie I. Bd., S. 205 (1922) flr einen rechtsgangigen Horop-
ter diese Konstruktion durchgeflhrt.) Die Konstruktion von Auf- und Grundrif3 des Punk-
tes R ist aus Fig. 6 unmittelbar ersichtlich.

Bei Annahme von z ergibt sich aus der Fig. 6

y=Jz(a—12z), undx=k.Ja‘/£Tz

(zwei &hnliche Dreiecke mit dem gemeinsamen Eckpunkt P")

Es missen also die drei Vektoren p; (i = 1, 2, 3) mit den Koordinaten

Zi:xi=k‘%r yi=Jz(a—z)

die Gl. 18) befriedigen.

Fig. 7



OzfVuPh 78. Jahrgang/1990/Heft 1 11

AbschlieBend wird in Fig. 7 dieses Ergebnis graphisch dargestellt. Die Eckpunkte
des beliebigen Dreiecks A, B, C liegen auf einem nicht entarteten Horopter. Von P aus
wird das Lot auf diese Dreiecksebene gefallt. Das Lot schneidet immer den Umkreis des
Dreiecks. Diese Aussage entspricht der im letzten Satz des ersten Absatzes der Einlei-
tung gemachten Bemerkung.
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Fig. 6
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